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Омниколесо определяется как колесо, вдоль обода которого располагаются ролики.
Соответственно, экипаж, оснащенный омниколесами, называется омнитележкой. В работе
представлена пошаговая реализация разработки динамической модели системы тел, состав-
ляющих омнитележку. Вначале моделируется динамика ролика, совершающего свободное
движение в поле сил тяжести. При этом предполагается, что на ролик может быть наложена
неудерживающая связь — твердотельный контакт с горизонтальной плоскостью. Оказалось,
что в упомянутых условиях возможно применение упрощенного и эффективного алгорит-
ма отслеживания контакта. На следующем этапе реализуется модель омниколеса. Затем
производится сборка полной модели экипажа в виде контейнерного класса, содержащего
массивы — объекты колес и шарнирных связей. Динамические свойства результирующей
модели экипажа иллюстрируются при помощи численных экспериментов.
Ключевые слова: омниколесо, алгоритм отслеживания контакта, неудерживающая
связь, определение контакта, модель трения, объектно-ориентированное моделирование
Получено 12 февраля 2016 года
После доработки 21 мая 2016 года
Работа выполнена в Московском авиационном институте (Национальном исследовательском уни-
верситете) при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект №14-21-00068).
Косенко Иван Иванович
kosenko@ccas.ru
Московский авиационный институт (Национальный исследовательский университет),
125993, Москва, A-80, ГСП-3, Волоколамское шоссе, д. 4
Герасимов Кирилл Вячеславович
kiriger@gmail.com
Московский государственный университет им. М.В.Ломоносова,
119991, Москва, 1-52, ГСП-1, Ленинские горы
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2016. T. 12. №2. С. 251–262
252 И.И.Косенко, К.В. Герасимов
1. Введение
Исследование динамических свойств экипажей с омниколесами является достаточно
популярной темой в области динамики систем тел [1, 2, 9, 12, 14]. Известны упрощенные,
идеализированные модели, в которых контактирующие ролики предполагаются бесконечно
малыми, а их суммарная масса — нулевой, так что соответствующая неголономная связь
«равномерно» распределена по ободу омниколеса.
Парадоксальным образом в этой ситуации физический объект (омниколесо) прибли-
женно описывает идеализированный объект (а не наоборот). В этом случае в соответству-
ющей аппроксимации ролики омниколеса играют роль дискретных элементов.
Основная задача данной работы — разработка методики построения динамического
прототипа «реальной» модели омнитележки, явным образом включающей в себя динами-
ческие модели отдельных роликов. При этом применяется технология прототипирования,
использованная ранее в нескольких моделях динамики систем тел [13]. В данной работе для
конструирования моделей динамики систем твердых тел применяется парадигма объект-
но-ориентированного проектирования и моделирования, основанная на языке Modelica [7].
В этом случае на основе применения так называемой мультипортовой технологии динами-
ческая модель систем взаимодействующих тел представляется в виде коммуникационной
сети [13].
Любая сеть, моделирующая динамику систем тел, представляется в виде набора объ-
ектов двух классов: а) класса «твердое тело», инкапсулирующего, в основном, дифферен-
циальные уравнения Ньютона –Эйлера; б) класса «связь», составленного из иерархии на-
следников, реализующих разнообразные виды и подвиды механических связей (при помощи
соответствующих систем дифференциально-алгебраических уравнений). Именно это разно-
образие и придает богатство миру моделей классической механики. В уравнениях Эйлера
для вращательного движения для обеспечения универсализма базового класса применяется
алгебра кватернионов.
Практика показала, что описанный подход для построения динамики систем тел
(в частности, для задач большой и очень большой размерности) оказался удобен для по-
строения моделей контактного взаимодействия твердых и деформируемых тел [5, 6].
В отличие от работ [12, 14] в данной работе уделяется особое внимание вопросу
конструирования неудерживающей связи в контакте ролика и горизонтальной плоскости,
а также алгоритмической реализации процесса переключения контакта от ролика к ролику
при качении омниколеса.
2. Постановка задачи
Для простоты и наглядности мы ограничиваемся рассмотрением омниколес, оснащен-
ных четырьмя роликами. Также для простоты сами ролики имеют оси вращения, лежащие
в плоскости колеса (рис. 1).
При описании конструкции модели омнитележки заметим, что количество роликов
на колесе и угол наклона оси ролика к плоскости колеса (в общем случае) являются па-
раметрами модели и могут достаточно просто меняться без каких-либо существенных мо-
дификаций в коде самой модели. Под кодом модели мы подразумеваем здесь текст, напи-
санный на языке Modelica. Фактически это список дифференциальных и алгебраических
(включая трансцендентные) уравнений, возникающий неявно при работе компилятора язы-
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Рис. 1. Омниколесо в вертикальном положении: a) вид сбоку; b) вид спереди.
ка, когда идет «сборка» классов-наследников в результирующий объект, представляющий
динамическую модель отдельного твердого тела или отдельную связь.
Предполагается также, что ролики размещаются на колесе таким образом, что для вер-
тикально поставленного омниколеса проекция линии контактирования наинизшего ролика
с горизонтальной плоскостью будет состоять из последовательности сегментов соответству-
ющих линий контактирования отдельных роликов. Эти сегменты сопрягаются таким обра-
зом, что при переходе контакта от ролика к ролику нормальная составляющая скорости
точки ролика, находящейся в точке контакта, к горизонтальной плоскости равна нулю. Это
означает отсутствие удара по нормали к плоскости. В случае коллинеарности осей роликов
и плоскости колеса скачки скорости скольжения по касательному направлению к горизон-
тальной плоскости также отсутствуют, так как при переходе контакта между роликами
их внешние поверхности непрерывно вырождаются в точку (в идеализированной модели),
что означает отсутствие кинематического влияния собственного вращения роликов при
Рис. 2. Трехколесный экипаж.
Вид сверху.
переходе контакта с ролика на ролик. Таким образом, пе-
реключение контактов между роликами омниколеса не
приведет к нарушению регулярности движения в силу
причин ударного характера. Заметим еще раз, что все
описанное будет справедливо, если колесо все время оста-
ется в вертикальном положении.
На следующем уровне сборки модели несколько ко-
лес соединяются с подвижной платформой экипажа при
помощи шарнирных связей. В нашем случае количество
колес может быть три или более (в зависимости от кон-
струкции экипажа и модели контактирования ролика
с горизонтальной поверхностью). На платформе они мо-
гут образовывать самые разные конфигурации. В кон-
кретном примере на рисунке 2 имеется три колеса, обра-
зующие равносторонний треугольник в горизонтальной
плоскости zx. Ось y здесь предполагается вертикальной.
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3. Модель динамики отдельного ролика
Сначала предположим, что ролик представляет собой осесимметричное веретенооб-
разное твердое тело с внешней поверхностью, задаваемой в своих собственных осях Oxyz
уравнением
x2 +
(√
y2 + z2 + R1
)2
= R2, (3.1)
где R — радиус омниколеса, R1 = R cosα — расстояние от центра ролика до центра колеса,
α = π/n — половина центрального угла, под которым ролик виден из центра колеса, n —
количество роликов на колесе.
Динамика поступательно-вращательного движения реализуется так, как это описано
в [13], в виде уравнений Ньютона –Эйлера, причем для моделирования вращательного дви-
жения твердого тела используется алгебра кватернионов [3].
Рис. 3. Ролик над горизонтальной
плоскостью. Вид сбоку.
Рис. 4. Схема отслеживания кон-
такта: вид сбоку отдельного роли-
ка.
Отдельную проблему представляет задача отслежи-
вания контакта между поверхностью ролика и гори-
зонтальной плоскостью. Для моделирования динамики
твердого тела с неудерживающей связью применена тех-
нология, описанная в [4]. В данном случае можно было
бы применить систему алгебраических или дифференци-
ально-алгебраических уравнений. Однако эти уравнения
вырождаются в точках x = ±R sinα в координатах ро-
лика. Такое вырождение обычно приводит к аварийному
завершению вычислительного процесса моделирования.
В нашей задаче положение спасает специфика кон-
фигурации, обеспечивающей постоянство вертикального
расположения омниколес. При этом условии можно ука-
зать явную формулу, позволяющую вычислить ближай-
шую к плоскости точку PB ролика (рис. 4). Этой точке
всегда «противостоит» ее вертикальная проекция PA на
плоскость (рис. 4).
Обозначим символом iB = (1, 0, 0)T орт собственной
оси ролика OBxB. Этот вектор представлен в системе ко-
ординат ролика OBxByBzB . Пусть TB — матрица пово-
рота ролика относительно инерциальной системы коор-
динат OAxAyAzA, связанной с неподвижной плоскостью.
Пусть также rB — радиус-вектор геометрического цен-
тра ролика в текущий момент времени и nA = (0, 1, 0)T —
орт нормали (восходящей вертикали) к плоскости. Плос-
кость условно обозначается нами телом с индексом A, ро-
лик — B. Пусть d — горизонтальный орт, вычисляемый
по формуле
d =
TBiB × nA
|TBiB × nA| .
Тогда, очевидно, отрезок
−−−→
OBO, расположенный в вертикальной плоскости, будет иметь
длину R1 и задаваться формулой
−−−→
OBO = R1d× TBiB .
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Здесь O — центр кривизны окружности вертикального сечения ролика (рис. 4). Самая
нижняя точка PB внешней поверхности ролика будет задаваться по формуле
rPB = rB + R1d× TBiB −RnA, (3.2)
поскольку точка PB лежит на упоминавшейся выше окружности на общей вертикали с точ-
кой O. Для вычисления положения точки PA нужно вторую координату вектора rPB поло-
жить равной нулю
rPA = (xPB , 0, zPB )
T . (3.3)
Вся описанная выше вычислительная процедура будет справедлива, только если век-
тор TBiB имеет направление, ограниченное по вертикали углами ±α. Если соответствующий
угол превышает значение α, то следует положить PB = B−, где B− — левая концевая точка
ролика. Если же этот угол меньше величины −α, нужно положить PB = B+, где B+ —
правая концевая точка ролика.
В конечном итоге условие контактирования ролика и плоскости можно записать в виде
|TBiB · nA|  sinα. (3.4)
Это условие, однако, позволяет из всего множества роликов колеса выделить нижний
(контактирующий) и верхний. Чтобы отбросить случай последнего ролика, можно к усло-
вию (3.4) присоединить также требование
yB < R, (3.5)
где yB — высота центра ролика относительно инерциальной системы координат.
Таким образом, конъюнкция условий (3.4) и (3.5) означает наличие контакта. В против-
ном случае, при отсутствии контакта, нормальная реакция отсутствует (закон Синьорини).
С другой стороны, реализация контакта геометрически означает выполнение скалярного
условия
yPB = 0, (3.6)
а отсутствие контакта — выполнение также скалярного (альтернативного) условия
Fn = 0,
где Fn — нормальная составляющая реакции (в данном случае отсутствующей), приложен-
ной в точке PB .
Вычислительная практика показала, что уравнения контакта в форме (3.6) стабиль-
но приводят к аварийному завершению процесса симуляции динамической модели ролика.
Аналогичный результат получается, если в качестве уравнения контактирования использо-
вать уравнение вида
vn = 0,
где vn — нормальная составляющая скорости точки контактирования, лежащей на теле B,
относительно тела A (горизонтальной плоскости). И только уравнение вида
v˙n = 0
приводит к требуемому результату — корректной работе объекта контактирования (реа-
лизованного в данном случае на языке Modelica [11]) в процессе симуляции модели. Заме-
тим, что вся реализация процесса контактирования выполнена в предположении точечного
«твердого» контакта твердых тел без какой-либо податливости.
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Для каждого ролика модели омнитележки при контактировании «включается» исполь-
зуемая здесь модель трения. Это «простейший» закон Амонтона –Кулона сухого трения. На
самом деле вместо этого нами используется кусочно-линейная аппроксимация точного за-
кона трения [4]. Эта аппроксимация обеспечивает высокую точность вычисления движения
тел на больших интервалах времени [8]. Заметим, что и в общем случае реализация модели
неудерживающей связи основывается на результатах, обозначенных в работе [4].
4. Модель сборки первого уровня: омниколесо
Процесс сборки виртуального прототипа омнитележки реализуется за два шага:
а) сборка виртуального прототипа омниколеса, состоящего из собственно колеса и набора
роликов, присоединенных к нему; б) сборка виртуального прототипа экипажа при помощи
операции инстанциации (установки объекта класса) объектов класса омниколеса этапа а)
в контейнерный класс прототипа экипажа.
Для сборки n роликов колеса (в нашем примере мы для определенности полагаем n = 4)
мы использовали ранее развитую технику реализации шарнирных связей различных ти-
пов [13]. В данном случае используется класс, задающий шарнир, обеспечивающий сво-
бодное относительное вращение одного тела (ролика) относительно другого тела (колеса).
Одновременно не допускается (поступательное) относительное перемещение тел вдоль оси
шарнира. Визуальная модель омниколеса изображена на рисунке 5. Дадим здесь более по-
дробное описание этой модели.
Рис. 5. Визуальная модель омниколеса.
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Вначале рассмотрим абстрактную схему информационных коммуникаций для одной,
отдельно взятой, механической связи. Эта схема показана на рисунке 6. Здесь A и B —
идентификаторы моделей двух твердых тел, взаимодействующих при помощи объекта свя-
зи. Общая схема такова: модели динамики тел A и B, содержащие дифференциальные
уравнения поступательно-вращательного движения в каждом экземпляре (A и B) класса
«твердое тело» при помощи численных интеграторов вырабатывает кинематическую ин-
формацию о положении тел, их ориентации, скоростях и ускорениях. Вся эта информация
у каждого из тел непрерывно поступает на экспорт из объектов A и B через соответствую-
щий кинематический порт. У объекта тела имеется в точности один кинематический порт.
Связь
Рис. 6. Коммуникационная сеть механической связи.
Кинематическую информацию от тел A и B также непрерывно во времени импорти-
рует объект связи через два входных порта (рис. 6) Внутри объекта связи эта информация
(соответствующие переменные) «пропускается» через систему уравнений данного конкрет-
ного вида механической связи. При этом объект связи «вырабатывает» и экспортирует
через свои выходные силовые порты пары вида («сила», «момент») = «силовой мотор».
Эта информация через два выходных порта поступает на вход в объекты A и B.
Таким образом, коммуникационная сеть механической связи «замыкается». Набор ука-
занных пар взаимодействующих тел и составляет модель динамики систем тел. В визу-
альных моделях омниколеса и экипажа легко угадываются такие «элементарные» ячейки
взаимодействия тел, на которые наложены механические ограничения (связи). Рассмотрим
для определенности механическую систему омниколеса (рис. 5). Но сначала обратим вни-
мание на визуальную модель экипажа (рис. 7). Здесь слева расположен объект базового
тела — горизонтального пола. Этот объект не имеет динамики. Имеется только заданная
кинематическая информация.
Базовое тело и каждый из роликов омниколеса находятся в контактном взаимодей-
ствии. Это взаимодействие реализуется при помощи порта InPortK (рис. 5), три экзем-
пляра которого мы можем видеть на схеме рисунка 7. Здесь реализована неудерживающая
связь, обеспечивающая в нашем конкретном случае точечный твердотельный контакт по-
верхности ролика и поверхности пола. Конструкция омниколеса такова, что в каждый дан-
ный момент времени имеется имеется только один контакт. Остальные ролики «висят» над
полом. При этом механическая связь между полом и «висящим» на ободе колеса роликом
не исчезает — алгоритм отслеживания контакта продолжает работать, генерируя в качестве
реакций нулевые усилия и моменты.
В случае фактического выполнения контакта помимо нормальной реакции вычисля-
ется также ее касательная составляющая, симулирующая силу трения. Для касательно-
го контактного усилия имеется (как и для нормального) множество различных моделей.
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Рис. 7. Визуальная модель омнитележки.
Мы остановились на реализации простейшего случая — модели сухого трения при одно-
точечном твердотельном контакте. При этом, как известно [8], идеальный «сухой» случай
реализовать не удается. Вместо разрывной функции sign от касательной скорости отно-
сительного скольжения контактирующих поверхностей используется ее регуляризованный
в нуле вариант. В нашем случае вместо функции знака sign применяется функция линейного
насыщения, имеющая в окрестности нуля «крутой» линейный участок. Для таких функций
известен результат о близости аппроксимирующего движения и движения, соответствую-
щего «точному» случаю разрывной функции sign [8].
Обращаясь далее к визуальной модели омниколеса, видим, что каждый из роликов
соединен с ободом колеса при помощи цилиндрического шарнира (объекты связей
Joint0, . . . , Joint3). Это модели шарниров, которые обеспечивают свободное вращение ро-
ликов относительно корпуса колеса.
Кроме описанных объектов, составляющих модель динамики омниколеса, эта модель
имеет порты своих внешних связей. Это уже упомянутый выше порт InPortK связи с базо-
вым телом, а также порты OutPortK (кинематика), InPortF (усилия) соединений с шар-
нирами монтажа колес и корпуса всего экипажа (показаны на визуальной модели экипажа
на рисунке 7). Заметим здесь же, что каждый из объектов визуальной модели имеет на-
бор соответствующих уравнений (дифференциальных и/или алгебраических), порожден-
ных из класса данного объекта.
В процессе отладки модели рассматривались автономные движения отдельного ом-
николеса. Наибольший интерес представляет сборочный уровень всего экипажа (рис. 2).
Соединительные устройства были также реализованы как объекты того же самого шар-
нирного класса из шага а). Эти шарниры соединяют корпус экипажа и каждое из колес.
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Все упомянутые шарниры «разрешают» относительное вращение без какого-либо сопро-
тивления и одновременно блокируют скольжение вдоль оси шарнира. Визуальная модель
экипажа показана на рисунке 7. Здесь для наглядности объекты показаны в виде скаляр-
ных элементов. На самом деле при произвольном n и произвольном числе и расположении
колес следует использовать массивы объектов класса «ролик» и класса «омниколесо».
Заметим, что перед началом процесса редукции индекса системы дифференциально-
алгебраических уравнений полной модели экипажа, реализованного в программном обеспе-
чении лаборатории динамического моделирования Dymola [10], эта модель составляется из
следующих элементов: а) твердого тела платформы омнитележки, б) трех твердых тел —
моделей омниколес, в) двенадцати твердых тел роликов, размещенных на колесах. В соот-
ветствии, например, с [13] для каждого объекта, моделирующего твердое тело, реализуются
шесть обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) Ньютона для движения центра
масс тела плюс семь ОДУ Эйлера для вращательного движения тела вокруг центра масс.
В последнем случае имеется четыре кинематических уравнения Эйлера для кватерниона
ориентации тела плюс три динамических уравнения Эйлера для вектора угловой скоро-
сти твердого тела. В результате полная модель экипажа задается системой ОДУ порядка
16 · 13 = 208. Кроме этого, объекты механических связей могут генерировать дополнитель-
ные дифференциальные уравнения.
Колеса, собранные в экипаж, с неизбежностью будут сохранять вертикальное поло-
жение, поэтому упрощенный алгоритм отслеживания контакта, описанный выше, всегда
будет работать правильно. Численные эксперименты проводились для различных режимов
движения экипажа: а) чисто поступательного — движения корпуса (рис. 8) вправо, б) чи-
сто вращательного — вращения корпуса вокруг вертикальной оси, проходящей через центр
корпуса экипажа.
Рис. 8. Типы движения при верификации модели.
Испытания проводились, в частности, и для случая, когда относительная суммарная
масса роликов приближается к нулю. В этом случае оказалось, что движения экипажа
и омниколес неограниченно приближаются к соответствующим функциям решения задачи
Коши, получаемым в силу дифференциальных уравнений движения, используемых в рабо-
те [1], где динамика роликов не учитывается.
Эволюция процесса контактирования для отдельного катящегося омниколеса показа-
на на рисунке 9, где представлены зависимости функций расстояний h (фактически —
высот) между горизонтальной плоскостью (полом) и роликами одного и того же колеса,
находящимися в разных фазах (перед контактом, в контакте, после контакта). Функция
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Рис. 9. Процесс замещения роликов в контакте.
высоты отдельного ролика помечена номером этого ролика. В увеличенном масштабе по-
казан момент безударного гладкого переключения поверхностей контактирования роликов
и горизонтальной плоскости.
Одновременно можно наблюдать точность соблюдения неудерживающей связи (рис. 10).
Здесь обнаруживается процесс постепенного «расползания» вычислительной ошибки — рас-
стояние между контактирующими телами медленно, для каждого последующего ролика
в контакте, увеличивается. Однако абсолютная величина ошибки остается пренебрежимо
малой — около 10−7 от единицы длины.
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Рис. 10. Точность сохранения неудерживающей связи.
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5. Выводы
В итоге построение виртуального прототипа (компьютерной модели) омнитележки поз-
волило получить следующие результаты:
1. существует возможность гладкого безударного переключения роликов в контакте
в процессе качения/скольжения омниколеса;
2. реализован упрощенный (и эффективный) алгоритм отслеживания контакта ролика
и горизонтальной плоскости;
3. выполнена верификация динамической модели омнитележки с использованием моде-
ли, рассмотренной в работе [1], в качестве предельного случая (когда суммарная масса
роликов равна нулю).
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Physically oriented simulation of the omnivehicle dynamics
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The omniwheel is deﬁned as a wheel having rollers along its rim. Accordingly, the omnivehicle
is a vehicle equipped with omniwheels. Several steps of development of the dynamical model of
the omni vehicle multibody system are implemented. Initially, the dynamics of the free roller
moving in a ﬁeld of gravity and having a unilateral rigid contact constraint with a horizontal
surface is modeled. It turned out that a simpliﬁed and eﬃcient algorithm for contact tracking is
possible. On the next stage the omniwheel model is implemented. After that the whole vehicle
model is assembled as a container class having arrays of objects as instantiated classes/models
of omniwheels and joints. The dynamical properties of the resulting model are illustrated via
numerical experiments.
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